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Resumo

Este trabalho retine conceitos e resultados basicos de Otimizacao e Aprendi-
zagem de maquinas, além de uma aplicacao pratica no reconhecimento de caracteres.
No primeiro capitulo sao discutidos métodos de otimizacao e seus aspectos tedricos,
apresentando o problema dos quadrados minimos, métodos do gradiente, gradiente
conjugado e gradiente estocdstico. No segundo capitulo utilizou-se os métodos de
otimizagao para descrever a resolucao de problemas na aprendizagem de maquinas.
Por dltimo, apresenta-se o reconhecimento de caracteres através da otimizagao e
aprendizagem de maquinas.

Palavras-chaves: otimizagdo, aprendizagem de maquinas, reconhecimento, redes
neurais.
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1 Introducao

O poder computacional tem aumentado a cada dia, e assim o uso de métodos
computacionais para resolver problemas do dia a dia vem evoluindo constantemente. A
aprendizagem de maquinas é uma area que se utiliza desse poder computacional e da

matematica para obter solugoes para problemas.

Com a otimizagao, podemos encontrar os melhores parametros para modelos base-
ados em observacoes empiricas. Tais modelos sao a representacao matematica de possiveis
relagdes observadas na natureza, por exemplo. Assim, com os métodos de otimizacao de-
senvolvidos, como os métodos do gradiente e de Newton, os modelos podem ser bem

estimados.

No primeiro capitulo, discutiremos os principais métodos de otimizagao para a
solugdo de problemas sem restricdo. Sendo o primeiro deles o problema de quadrados
minimos e apds isso os métodos do gradiente, gradiente conjugado e gradiente estocastico.

Também apresentamos uma analise dos métodos, como limita¢oes e convergéncia.

O Capitulo 2 explica o conceito de aprendizagem de méaquina, e como aplicar os
métodos descritos no primeiro capitulo para problemas de regressao e classificacao. Além
do uso dos métodos usuais, hd uma breve introducao a redes neurais e maquinas de vetores

suporte, duas técnicas amplamente utilizadas nesta area.

J& no ultimo capitulo, descrevemos como é possivel reconhecer caracteres em pa-
lavras escritas & mao fazendo uso dos métodos descritos no capitulo anterior, utilizando
um banco de dados com mais de 150 mil imagens de letras em preto e branco. As técnicas
utilizadas e estudos realizados neste trabalho servem como base para o projeto de escane-
amento de textos escritos a mao. Todos os coédigos presentes neste trabalho encontram-se

disponiveis online, no repositério tce-mat hospedado na plataforma Github.


https://github.com/chronchi/tcc-mat

2 Otimizacao - 1° parte

A otimizacao se encontra presente no dia a dia, quando se quer encontrar as
melhores condig¢oes para lucrar com uma empresa, ou quando se quer minimizar os gastos
de uma linha de produgao. Para solucionar esses problemas muitos métodos foram criados,
gerando uma teoria muito abrangente. Um dos casos é a minimizagdo sem restri¢cao, que
consiste em minimizar uma fun¢ao f sem nenhuma condi¢do imposta no seu dominio,

denotada por:
min f(z),
onde f : R" - R é chamada de fungao objetivo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Esta

funcao f é proveniente da modelagem do problema, como os custos da linha de producao
ou o custo de funcionamento de uma empresa. Esse problema de minimizac¢ao pode ser
dificil de resolver, para isso foram criados alguns métodos, como o Método do Gradiente,

Método dos Gradientes Conjugados e o Método de Newton.

Apos a utilizacdo de um método de otimizagao, precisamos verificar se a solucao
obtida é realmente o que se procurava, ou seja, se o problema é solucionado. Para isso,
existem as condigoes de otimalidade, que analisam se o conjunto solugao é de fato uma
resposta para o problema. Uma condi¢ao de otimalidade bastante utilizada na pratica ¢ se
o gradiente da funcao no ponto é 0, que é escolhida como critério de parada do algoritmo,
por exemplo 1. Existem também outras condi¢oes de otimalidade, que nao sao usadas na
pratica. Caso as condigoes de otimalidade nao sejam satisfeitas, isto pode nos dar uma
ideia de como a solugao pode ser melhorada. Neste presente capitulo discutiremos sobre
alguns métodos da otimizacao, assim como suas solugoes, por exemplo, o ponto critico da

funcao.

2.1 Quadrados minimos

Nesta sec¢ao utilizamos como referéncia (BURDEN; FAIRES, 2010).

O problema de quadrados minimos surge da necessidade de aproximar dados efici-
entemente, determinando a melhor aproximacao linear quando o erro envolvido é a soma
do quadrado das diferencas entre os valores de y dados e os valores de y na reta. Isto ¢,

para o conjunto de dados {(z;,y;) | i=1,2,...,m} € R? definimos o erro.

[yi — (a12; +Cl0)]2

M

<
Il
—_

Es(ag, a1) =

Para os dados da Tabela 1, encontramos a reta representada na Figura 1.
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Tabela 1: Dados.

1ox oy
1 10 20
2 35 4,1
3 21 62
4 45 92
5

2.9 5,0

10

Figura 1: Aproximacdo dos dados utilizando uma reta, em vermelho neste caso.

O problema de quadrados minimos nao se resume apenas a aproximagoes lineares.

Podemos utiliza-lo para aproximar um conjunto de dados, como acima, com um polinémio

1

P.(z) = apz"™ + ap1x™ "+ + a1 + ag,

de grau n < m — 1. Um exemplo de aproximacao é dado pela a Figura 2 utilizando a

Tabela 2 de dados com um polindmio de grau 2 para aproximacao dos dados.

Tabela 2: Dados.

1o Yi

1 0,00 1,000
2 0,25 1,2840
3 0,50 1,6487
4 0,75 2,1170
5 1,00 2,7183
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3.0

2.5

1.5

1.0
0.0 0.5 1.0

Figura 2: Aproximacio dos dados utilizando um polindmio de segundo grau.

2.1.1 Determinando o menor erro

O problema de quadrados minimos pode ser resolvido minimizando o erro total
dado um conjunto de dados {(z;,y;) | i=1,2,...,m}, considerando que o erro pode ser

dado por

E(ay,...,a,) = Z - 2(2)]?, (2.1)

em que z(x) é a funcdo que tenta melhor aproximar os valores de y. Considere z(z) =
n

El a; fi ().

Portanto, o nosso problema consiste em tentar encontrar o minimo de E(ay, ..., a,).

Para isso acontecer, vamos derivar em relacao a cada parametro a; a Equacao (2.1).

oFE

—=0. 2.2
ol 22)
Assim, da Equagao (2.2), temos que
a m n m n
0=5- Za]fk(-% =2 [yi— D ajfi@)] fi(xs)- (2.3)
aj = 1 k=1 i=1 k=1

Note que a Equagao (2.3) vale para todo ¢ = 1,...,m. Simplificando, obtemos as chamadas

equacoes normais dadas abaixo,

iMJmM+W+%hWME@0=§wﬁ@J (2.4)

i=1

Agora vamos inserir a seguinte notacao,

¢j = [fi(x1); fi(w2); s fi(@n) |-
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Note que o lado direito da Equagao (2.4) pode ser visto como o produto interno entre o

vetor y com f; aplicada em cada ponto z;, ou seja,

Zyzfg(% (y,05(x)). (2.5)

Além do mais, observe que para cada fj, temos o seguinte

§(a1f1(x7;) ot anfolx) fi(z) =aq Zfl(xl)fj(x 4 aann(SU@)fj(l’ )

= a1<¢17¢j) +t..+ an<¢n7¢]>
Portanto, das Equacgoes (2.5) e (2.6), temos

a1<¢17¢j) +.. +an<¢n7¢j) = (y;fj(x»-

Para cada j, obteremos uma nova equagao. Assim encontramos um sistema com

n equacodes que matricialmente pode ser dado como
Ma=X"y, (2.7)

onde M pode ser dado como a matriz dos produtos internos entre as fungoes f; e X é a
matriz, em que cada coluna é o vetor ¢;. A matriz M, também conhecida como matriz de

Gram, é dada por

(O1,01) (P2, 01) ... (Dn, 1)
M- (D1, 02) (D2, 02) ... (O, 2) 7

(¢17¢n) (¢2>¢n) (¢na¢n)
e X é dado por

f1($1) fz(l’l) S fn(l“l)
X = : .
fl(xm) f2(xm) fn(xm)
Note que M pode ser escrita como X7 X. Logo, M é uma matriz semidefinida positiva, ja
que

w Mw = w" X" Xw = (Xw)" Xw = || Xwl|]* > 0.
E o sistema ¢ dado pela Equagao (2.8)

XTXa=X"Ty. (2.8)
Portanto, o problema de quadrados minimos se resume a determinar quando M é

definida positiva, ou seja quando os vetores ¢, forem linearmente independentes, assim M

serd invertivel e encontramos a solucao do nosso problema.
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2.2 Meétodo do Gradiente

As referéncias utilizadas nesta segdo sao encontradas em (SHALEV-SHWARTYZ;
BEN-DAVID, 2014), (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), (RIBEIRO; KARAS, 2014).

Vimos anteriormente que um dos problemas que a otimizacao trata de resolver sao

os de minimizacao irrestrita, ou seja, problemas da forma

min f(z)

sujeito a r € R".

Um dos métodos utilizados para minimizar uma fungao é o método do gradiente, conhecido
também como método de Cauchy. Tal método consiste em usar o oposto do gradiente como
direcao de busca a cada iteracao, pois este é o vetor em que f mais decresce. Em cada
iteracao do método do gradiente, h4 uma atualizacao da forma xz**! = 2% + t,.d*, em que o

vetor dF e R™ é o oposto do gradiente aplicado no ponto z*.

Definigao 2.2.1. Sejam f:R® >R, & € R" e uma diregio d € R* = {0}. Dizemos que d é
uma diregao de descida para f, a partir de x, se existe 6 >0 tal que f(z+td) < f(Z), Vte
(0,4).

Segue abaixo uma condicao suficiente para um vetor ser considerado direcao de

descida.

Teorema 2.2.1. Se Vf(z)Td <0, entao d é uma diregio de descida para f, a partir de

x.

Demonstracao. Como

g Of v f@+id) - f(7)
Vf(z) d—%(x)—hm ,

t—0 t

(2.9)

pela hipétese e pela equagao (2.9), temos que existe d > 0 tal que para todo t € (=9,6) e
t+0,

fa+td) - (@)
p :
E portanto, f(Z +td) < f(x), para t € (0,9). O
Sejam d = -V f(z) e veR" tal que |v| = |d||, entao

L) = i@y = |9 @) = 197 @) ol £ 95 o = 5 (@),

Portanto, temos que o oposto do gradiente é uma direcao de descida com o decréscimo

mais acentuado. O algoritmo do método do gradiente é dado abaixo.
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Algoritmo 1 Método do Gradiente
Dado zg € R®
k=0
enquanto V f(z*) # 0 faga
Defina d* = -V f(z*);
Obtenha t, > 0 tal que f(z* + t,.d*) < f(a*);
Faca xF*1 = 2F + t;.d¥;
k=k+1,
fim enquanto
retorne z*

Definicao 2.2.2. Seja U c R um conjunto convexo. Uma fungio f : U — R ¢é dita

convera se
flaxy+ (L=t)zg) <tf(zy)+ (1-t)f(x2), Vay,29€eU,Vte[0,1].

Definigao 2.2.3. Sejam U cR”, f:U —» R. A funcao f é dita L — Lipschitz, se existe
L e R*, tal que

Para provar um limitante da diferenca entre o valor de f aplicado na sequéncia
gerada pelo método do gradiente e o ponto minimo, onde f é uma funcao convexa e

Lipschitz, usaremos o seguinte lema.

Lema 2.2.2. Sejam d°,...,d" uma sequéncia arbitriria de vetores. Qualquer algoritmo

com inicializa¢io x° =0 e uma atualizagdo da forma x*+' = zF —nd* satisfaz

T . T
(- 2%, d¥) < ”x H s > |2’ (2.10)
k=0 2 k=1
B2
Em particular, para todo B, L >0, se para todo k, |d*| <L en= ToT entdo para todo

x* com |z*|| < B,

14, BL
- -zt dh) < == 2.11
F ottt < T (2.11)
Demonstracao. Note que
(o =", ) = ot =" )
1 . 2 112 2
b (=~ =mat "+ b = | 2 | *]7)
1 p 2\ 1 2
= % ( ka+1 |+ ka ) + 3 Hdk
onde a ultima linha segue da atualizacdo. Somando sobre k, obtemos
1 2 2 n & 2
k I S DTS k n k
;; 2t d¥) 21277( ah*t = 2] + | )) + 2};“d I” (2.12)
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Note que do lado direito da Equacao (2.12) temos uma soma telescopica que nos da

—HxT”—x* 2+Hxl—x* 2
Logo,
T T o n )
Slat <t )= 5 L (o) 25
1 12 . 2 n &
N R T Sl
R RN
- 2n 2
1 n & 2
=%H §Z:W

onde a ultima igualdade segue do fato que ' = 0. Portanto, obtemos a primeira parte
do lema. Para a segunda parte do lema, basta limitar x* por B, d* por L e dividir por
T em ambos os lados na Equagao (2.10), além de substituir o valor para n dado como

hipotese. O

Vamos assumir que se f é uma func¢do L-Lipschitz, entao |V f(z*)| < L. Portanto,

satisfazemos as condi¢oes do Lema 2.2.2 e obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.3. Sejam f uma fungio convexa e L-Lipschitz e x* € argming <p f(x).
B2

Se rodarmos o método do gradiente em f para T passos com 1 = Tap entdo o vetor
de retorno x, dado pelo método do gradiente, satisfaz

BL
f(@) = f(a <77

Ainda mais, dado € >0, para obter f(z) - f(x*) <€, é necessario rodar o algoritmo com
um numero T de iteragoes que satisfaz

B?12
-

T>

€

Note que o resultado acima vale para um valor de passo fixo, . Ou seja, omite-se a
quinta linha do algoritmo 1. Para uma escolha do passo que varia a cada iteracao, utiliza-
se normalmente um método de busca inexata, por exemplo algum baseado no critério de

Armijo.

2.2.1 Busca inexata - Condicao de Armijo

Seja um ponto z € R", uma diregdo de descida d € R™ e § € (0,1). A regra de

Armijo encontra t > 0 tal que

f(z+td) < f(z) +6tvf(z)d.
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O seguinte teorema nos garante a existéncia de tal t.

Teorema 2.2.4. Considere uma funcao diferencidvel f:R™ - R, um ponto T € R™, uma
diregio de descida d € R™ e 6 € (0,1). Entdao existe 3 >0 tal que

f(z+td) < f(z)+0tvf(z)d,
para todo t € [0, 3).

Demonstragio. Caso V f(x)Td =0, segue da defini¢ao de descida a desigualdade. Suponha
agora Vf(z)Td <0. Como ¢ < 1,

ti LEHD =T@) oyt < v payTa

t—0 t

Portanto, existe 5 > 0 tal que

para todo t € [0, 5). Ou seja
f(z+td) < f(z)+6tvf(z)'d

Um algoritmo para encontrar um passo satisfazendo Armijo é o seguinte.

Algoritmo 2 Busca de Armijo

Dados z € R", d e R, ~,6 € (0,1)

t=1

enquanto f(z +td) > f(z)+ 6tV f(z)Td faga
t="1

fim enquanto

retorne ¢

2.2.2 Convergéncia global do método do gradiente

Definicao 2.2.4. Um algoritmo € dito globalmente convergente quando para qualquer
sequéncia (%) gerada pelo algoritmo, qualquer ponto de acumulag¢io x* de (x*) é um

ponto estaciondrio, ou seja, V f(x*) = 0.
Em vista da definicdo acima, dizemos que o método do gradiente é globalmente
convergente, como diz o teorema abaixo

Teorema 2.2.5. O Algoritmo 1 com o tamanho do passo calculado pela condicao de

Armijo, Algoritmo 2, é globalmente convergente.

A prova deste resultado pode ser encontrada no livro (RIBEIRO; KARAS, 2014,
p. 59).
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2.3 Gradientes conjugados

As referéncias utilizadas nesta segdo sao encontradas em (SHALEV-SHWARTYZ;
BEN-DAVID, 2014), (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), (RIBEIRO; KARAS, 2014).

O método dos gradientes conjugados é um método iterativo para a minimizacao de
funcoes quadraticas convexas, que garante encontrar o minimizador global em um ntmero

finito de etapas utilizando dire¢oes conjugadas.

2.3.1 Direcdes conjugadas

Definicao 2.3.1. Dada uma matriz A e R™" simétrica definida positiva, dizemos que 0s

vetores d°, ...,d* e R" = {0} sdao A-conjugados quando
(d)'Ad? =0, Vi,j=0,...,kei#j

Lema 2.3.1. Seja A uma matriz simétrica definida positiva, e {d°,...,d*} vetores A -

conjugados. Entio {dy,...,dy} € linearmente independente.

Demonstracao. Sejam «y, ..., oy tais que
apd® + ... + agd® = 0.

Multiplicando por (d?)” A em ambos os lados, para i qualquer entre 0 e k, e usando o fato

de que os vetores sao A-conjugados, temos que
Oél(dz)TAAdZ =0.
Como A é uma matriz definida positiva, temos que

a;=0,V¥i=0,1,... k. (2.13)

2.3.2 O método dos gradientes conjugados

Seja f:R"* > R da forma f(x) =c+bTz + 12T Az, onde A é uma matriz simétrica
definida positiva, ¢ € R e b € R*. Considere o seguinte problema de otimizagdo como

anteriormente visto

min f(x)

sujeito a x € R".

Para minimizar a funcao utilizaremos o método dos gradientes conjugados, que consiste

em utilizar n direcoes conjugadas, que vao servir como dire¢ao de descida para o método.
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Ou seja, considere x#*1 = z¥ +t,d*, onde {d°, ..., d"1} sdo diregoes conjugadas. O objetivo
¢é encontrar t;, de modo que se obtenha um minimo para a funcao f nessa direcao. Caso
f possua um ponto critico, e ele for minimo local, entdo o ponto é minimo global, pois a
funcao f é convexa e diferenciavel. Como tem-se n dire¢oes conjugadas e elas sao linear-
mente independentes, o minimizador global pode ser escrito como combinacao linear das

direcoes conjugadas. Para encontrar t; considere a funcao ¢ : R - R, dada por

o(t) = f(ap +tdy),

onde f é a funcao acima definida. Entao, definimos ¢; como o minimizador da funcao .

Portanto, note que

0=¢'(tx) = Vf(a" +t,d*)"d"
= (A(z* + t,d*) + b)Tdx
()T + i (dYT) A + BT

Como A é uma matriz simétrica definida positiva, temos que (d*)T Ad* > 0 e portanto

. v ()T dk
k= (dF)T Ad¥

Teorema 2.3.2. Seja f : R® - R e denote por x* seu minimizador global. Entdo para
qualquer x° € R™, 0 método das direcoes conjugadas converge para o minimo global em no

mdzimo n passos.

Demonstragao. De fato, como {dY, ...,d"1} sdo diregoes conjugadas, logo, pelo Lema 2.3.1,

temos que {d,...,d""'} forma uma base para R". Seja agora

n—1

-2 =) aud'. (2.14)
i=0

Vamos mostrar que «; = t;. De fato, multiplicando a equacao (2.14) por (d*)TA pela
esquerda, e usando o fato de que os vetores d/ sao A - conjugados, temos que (d*)TAd’ =

0, Vj # k e portanto
(d*)T Az - (d*)T Az = oy (d*)T Ad”,

logo
(d")T Az* - (d*)T Az®
= . 2.1
o (d*)T Ad¥ (2.15)
Além disso, note que
2P =2+ tod® + tydt + ..+t dFL (2.16)

Logo, de (2.16) e como d’ sao vetores A-conjugados,

(d*)T Az® = (d*)T Ax®.
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E como Vf(z*) =0= Az* - b por hipétese, temos que

(AT Azt — (AT Azk (d)Th— (d¥)T Ak U f(ak)Tdb ,
A = (d¥)T Ad¥ - (d¥)T Ad¥ - (AT Adk ~ k-

Portanto, segue que oy =1 e que z* = 2. ]

Note que para o método acima foi necessario o uso de n — 1 vetores A-conjugados,
previamente dados. Na pratica é necessario obté-los de alguma forma. Para tanto, utiliza-
se os seguintes passos. Dado um ponto z% € R qualquer, inicialize com d° = Vv f(a9).
Tome dF+! = -V f(x**1) + Bpd®. Como é necessario que os vetores {d°,...,d"'} sejam
A-conjugados, ou seja, (d/)TAd' =0, Vi + j. Entao

(dk)TAvf(karl)
(d)T AdF

0= (d*)TAd*" = —(d*)" AV f(a™*") + B (d") " Ad* = By = (2.17)

Ou seja, o conjunto {d°,...,d" '} é um conjunto de vetores A-conjugados consi-
derando (5 da equacdo (2.17). O pseudocédigo para o método do gradiente conjugado é
dado pelo algoritmo 2.3.2.

Algoritmo 3 Método do Gradiente Conjugado
1: Dado 2% e R* e § € (0,1)
2: k=0

3: dY = -V f(20)

4: enquanto |V f(z*)| > faca

VG

5: Faca t; ()T AdE

6: Faca zF+1 = gi’“ + tdF: .
(d¥)TAV f(a*) |

7: Faca [ (VAT

8: Faga dF+l = =V f(2F+1) + B d”

9: k=k+1,

10: fim enquanto
11: retorne z*
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3 Conceitos de estatistica

Nos préximos capitulos utilizaremos alguns conceitos de estatistica. Portanto, este
capitulo serve para introduzi-los. A principal referéncia para este capitulo é (JAMES,
2011).

3.1 Definicoes basicas

Suponhamos que um experimento seja realizado sob certas condigoes fixas. Seja 2
o conjunto de resultados possiveis, onde por resultado possivel entende-se o resultado ele-

mentar e indivisivel do experimento. {2 sera chamado de espaco amostral do experimento.

Exemplo 3.1.1. Realizar o lancamento de um dado nao viciado nos da
Q={1,2,3,4,5,6}.

Definicao 3.1.1. Seja Q2 espaco amostral. Todo subconjunto A c ) € chamado de evento.
Q) € o resultado certo, @ o evento impossivel. Se w € 2, o evento {w} € dito elementar (ou

simples).

Definigao 3.1.2. Seja ) um conjunto ndao vazio. Uma classe A de subconjuntos de € é

chamada de dlgebra se as sequintes condigcoes sao satisfeitas.

1. Qe A
2. AeA=> Ace A
3. ABeA=AuBeA

Proposicao 3.1.1. Seja A uma dlgebra de conjuntos de ). Entdo valem as sequintes

propriedades.

1. e A

2. Vn,YAy,...,A, € A, temos UL, AjeAde N Ae A
Se substituirmos a terceira propriedade da definicao 3.1.2 por
3.Se A, e A VYn>1, entao | JA, €A,
i=1

obtemos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 3.1.3. Uma classe A de subconjuntos de um conjunto ndao vazio S satisfazendo

1,2,3" é chamada o—dlgebra de subconjuntos de 2.

Caso () seja um subconjunto dos reais, é conveniente definir a o-algebra de Borel

na reta.

Definicao 3.1.4. A o—dlgebra de Borel na reta € a menor o—dlgebra contendo todos o0s

intervalos.

Definigao 3.1.5. Seja Q2 um conjunto nao vazio e A uma o—dlgebra associada a ). Entdo
P:A—-R é chamada de medida de probabilidade em A se

1. P(A) >0, VAedA,
2. P(Q) =1,

3. (0-Aditividade) Se Ay, Ag,--- € A sao disjuntos, entao

P(OAn) - Y P(A).

Segue algumas propriedades de uma probabilidade P em um o-algebra A. Supo-

nha que todo A abaixo pertenca a A.

1. P(Ac)=1- P(A),

2. 0<P(A) <1,

3. Ajc Ay = P(4;) < P(Ay),
4. P(u A,) < Y2 P(A).

Definig¢ao 3.1.6. Um espago de probabilidade é um trio (Q, A, P), onde

a)  é um conjunto nao-vazio,
b) A é uma o—dlgebra de subconjuntos de €2,
c) P é uma probabilidade em A.

Definigao 3.1.7. Seja Q2 um conjunto nao vazio, A uma o—dlgebra em 2. A probabilidade
condicional de A dado B, onde Be A e P(B) >0 € dada por

P(ANB)
P(B)

Teorema 3.1.2. Teorema da probabilidade Total (ou Absoluta) Se a sequéncia (finita ou

P(A|B) =

enumerdvel) de eventos aleatdrios Ay, Ag, ... formam um particao de ), entao

P(B) =Y P(A)P(B|A)
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3.2 Variaveis Aleatoérias

Informalmente, uma variavel aleatéria é uma fungao que sai de um espago amostral

e vai para a reta real.

7

Definigao 3.2.1. Uma varidvel aleatéria X em um espago de probabilidade (2, A, P) é
uma fungdo real definida no espaco 2, X : Q2 - R tal que

XD ={weQ| X(w)el)eA,

para todo intervalo I € R. Em palavras, X € tal que sua imagem inversa de intervalos

I € R percentem a o—dlgebra A.

Definicao 3.2.2. Seja X uma varidvel aleatoria. Se o nimero de valores possiveis de X

for enumerdvel, denominamos X de varidvel aleatoria discreta.

Definicao 3.2.3. A func¢do de probabilidade de uma varidvel aleatoria discreta é uma
funcao que atribui probabilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pela varidveis.

Isto ¢, sendo X uma varidvel aleatoria discreta com valores x1,xo, ..., temos para © > 1,
p(xi) = P(X = 2;) = P({w € Q[ X(w) = x:}),
em que p(x;) satisfaz
1. 0<p(x;) <1, Vix1,

2. Yip(xi) =1

Exemplo 3.2.1. Considere 2 lancamentos indepentendes de uma moeda equilibrada. Logo,
o espago amostral é dado por 2 = {cc,cc,cc,cch, em que ¢ representa cara e ¢ representa
coroa. Defina X como sendo o nimero de caras. Portanto, X pode assumir os valores 0,1

ou 2. Assim,

1. p(0) = P(X = 0) = 1/4,
2. p(1) = P(X =1) = 1/2,
3. p(2) = P(X =2) = 1/4.

Definicao 3.2.4. Diz-se que X € uma varidvel aleatoria continua, se existir uma fungao

f, denominada fungao densidade de probabilidade de X em (2, A, P) que satisfaca

1. f(x) >0, VzeR,

o0

2. [ f(z)dx=1.

— 00
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Para obter a probabilidade em um certo intervalo [a, b] fazemos

Pla<X<b)= fab F(x)dz.

Definigao 3.2.5. Seja X uma varidvel aleatoria em (2, A, P). Sua fungdo de distribui¢do
acumulada, ou simplesmente, funcio de distribui¢io é Fx(x) = P(X < x) = P({w € Q|
X(w) <a}).

Portanto, se X for uma variavel aleatéria discreta,

F(r)=P(X <x)= 'Z‘: (),

com A, ={i|z; <x}. Se X for uma varidvel aleatéria continua, temos que

F(z) = P(X <) = foo F(8)dt.

Definigao 3.2.6. Seja X uma varidvel aleatoria em (2, A, P) e B a o—dlgebra de Borel.
Entao a probabilidade Px, definida em B por Px(B) = P(X € B) = P({w e Q| X(w) € B})

¢ chamada de distribuicao de X.

Note que a distribuicdo de uma variavel aleatoria X pode ser determinada por

qualquer das seguintes funcoes.

(1) A funcao de distribui¢ao Fly,
(2) a densidade f(x), se X é continua,

(3) a funcao de probabilidade p(z) no caso discreto.

3.3 Valor esperado

Definicao 3.3.1. Seja X uma varidvel aleatoria discreta com valores possiveis x1,Ta, . . . .
Seja p(x;) = P(X =x;),Yi>q. Entao o valor esperado de X (também chamado esperanga

matematica de X ou média de X) é
px = Ex(X) =) ap(x;)
i=1

Teorema 3.3.1. (Lei da expectativa total) Sejam XY duas varidveis aleatdrias quaisquer

em (2, A, P) espaco de probabilidade. Seja g uma fungao dos reais, entdo

Ex[9(X)] =EyEx[g(X) Y],

em que Ex[g(X) |Y] € o valor esperado de g(X) dado Y.
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4 Otimizacao - 22 parte

4.1 Gradiente estocastico

Os métodos desenvolvidos anteriormente se basearam no fato de que a funcao a
ser minimizada ¢ diferenciavel. Caso isto ndo aconteca, podemos utilizar o método do
gradiente estocastico, que ao invés de utilizar como direcao de descida o gradiente em um
ponto w, usa-se um vetor retirado aleatoriamente de uma distribuicao, em que o valor
esperado deste vetor seja um elemento do subdiferencial da funcao no ponto w, ou seja,
o valor esperado ¢ subgradiente da funcao em w. Nesta se¢ao explica-se o subgradiente e

como usa-lo no calculo estocastico.

Como a seguir estaremos trabalhando apenas com fungoes diferenciaveis, assumi-
mos sem provar que o subgradiente de uma funcao diferencidvel possui apenas um ponto,

o gradiente da funcao no ponto.

4.1.1 Subgradiente

O método do gradiente precisa que a funcao a ser minimizada seja diferenciavel,
mas € possivel minimizar fungoes convexas nao diferenciaveis, utilizando-se o subgradiente
de f(x) em x*, ao invés do gradiente. Para motivar a defini¢do do subgradiente, para uma
funcdo convexa f observa-se que, o gradiente em x define a inclinagdo da reta tangente

que se encontra abaixo de f, ou seja

fw)> f(x)+{u-xz,Vf(x)), Yu

A existéncia da reta tangente é uma propriedade importante de fungdes convexas, e pode

ser caracterizada pelo seguinte lema.

Lema 4.1.1. Seja S um conjunto convexo aberto. Uma fungio f:S — R é convezxa se, e

somente se, para todo x € S, existe um v tal que

fuw)> f(x)+{u—-=z,v), YueS (4.1)

A demonstracao se encontra no livro (BORWEIN; LEWIS, 2006), capitulo 3. Isto

nos motiva a dar a definicao de subgradiente de uma funcao f.

Definigao 4.1.1. Um vetor v que satisfaz a equagao (4.1) é chamado de subgradiente de
f em x. O conjunto de subgradientes de f em x é chamado de conjunto diferencial e é
denotado por Of(x).
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Abaixo seguem duas proposi¢oes que nos dao um método de construgao para os

subgradientes de uma fun¢ao convexa.

Proposigao 4.1.2. Se f é uma fungio diferencidvel em x entio Of(x) contém apenas

um elemento, o gradiente de f no ponto x.

Exemplo 4.1.1. Usando a proposicio 4.1.2, podemos encontrar os subgradientes da fun-
¢io f(x) = |z|. Para x maior que 0 e menor que 0 tem-se que f(x) =1 e df(x) = -1,
pois [ € diferencidvel nestas restricoes. O unico problema € quando x =0, mas tem-se que

af(0) =[-1,1].
Uma outra maneira de se encontrar os subgradientes é dado pela proposicao 4.1.3

Proposigdo 4.1.3. Seja g(w) = max,) gi(w) para v fungoes convexas diferencidveis

91, .-, gr- Dado algum w, seja j € argmax; g;(w). Entdo Vg;(w) € dg(w).

Exemplo 4.1.2. (Hinge loss) Uma fung¢ao importante para a aprendizagem de mdquinas
¢ hinge loss, f(x) = max{0,1 - y(z,w)} para algum vetor w e escalar y. Utilizando a

proposicdo acima, temos que um subgradiente de f em um ponto x é dado por

—yw, se 1 —y(x,w) >0,
0, se 1 —y(z,w) <0.

Outra propriedade interessante de subgradientes ¢ a caracterizagao de fungoes L-

Lipschitz com subgradientes.

Lema 4.1.4. Seja A um conjunto aberto convexo e seja f: A — R uma funcao convexa.
Entao, f é L-Lipschitz sobre A se, e somente se, para todo x € A e v e df(x) tem-se que
|| < L.

Demonstragio. Seja v e df(x), |v] < L. Como v € df(x)
f(x) - f(u) <{(v,z—u), VYueA.
Utilizando a desigualdade de Cauchy Scharwz em (v, z —u) e |v| < L, temos
flx) = f(u) <Lz -ul.

De maneira andloga, obtemos f(u)— f(x) < L |u — x|. Portanto, f é L-Lipschitz. Suponha
agora o contrario, que f é L-Lipschitz. Portanto, seja z € A e v € df(z). Como A é aberto,

existe € >0 tal que u =1z +ev/ |v| € A. Logo,

<U—,I‘,U> :EHUH,

[u-x| =e.
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Como v é um subgradiente, temos que
fu) = f(z) 2 (u-=,v).
Do fato que f é L-Lipschitz,
fu)=f(x) < Lu—-z| = Le.

Portanto, |v| < L. O

4.1.2 O método do gradiente estocastico

No método do gradiente estocastico, toma-se como direcao de descida um vetor
aleatorio cujo valor esperado em cada iteracao vai ser uma dire¢do do gradiente. Em
outras palavras, ao invés de se tomar o gradiente do ponto, toma-se E[d* | 2*] € Of ().
Assim como no método do gradiente, ha varios métodos para se calcular o tamanho do

passo. Mas no algoritmo abaixo considera-se um passo fixo.

Algoritmo 4 Método do Gradiente Estocastico

: Dado 2% =0

: Parametros: TeNen>0

: para k=1,2,...,T faga

Tome um vetor d* de uma distribuicao tal que E[d* | 2*] € Of («F)
Faca xF*1 = 2k — nd*;

: fim para

retorne 7 = % Y;_; 2*

Ou seja, se f for uma fungao diferencidvel, temos que E[d* | 2*] = V f(a*) para

todo vertor d* que satisfaz a condicdo de descida do gradiente estocdstico.

Dado o algoritmo acima, é possivel encontrar uma limitagao para o valor esperado

retornado pelo algoritmo do gradiente estocéstico. O Teorema 4.1.5 garante tal limitagao.

Teorema 4.1.5. Sejam B,L > 0. Seja f uma fungdo convezra e x* € argmin|,<p f(z).
Assuma que o método do gradiente estocdstico rode T iteracoes com 1 = \/%, e que para

todo k, ||d¥|| < L com probabilidade 1. Entao,

BL
Elf(z)]- f(z") < —.
[f(z)] - f( Vs
Demonstracao. Como f é uma funcao convexa, podemos aplicar a desigualdade de Jensen

para f(z) e tomar o valor esperado em f(z*) - f(x*), de forma a obter

Euus [8) = F07)] $ Bar| 7 2 () - £) |
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onde dy.7 é uma sequéncia de vetores d*, ..., d”. Como o Lema 2.2.2 se aplica para qualquer
sequéncia de vetores, se aplica para d',...,d". Portanto, tomando o valor esperado da

limitacao na Equagdo (2.11), do lema anterior, temos que

1 & BL
EdLT[T kz:(wk _I*7dk>:| < ﬁ
=0

Apenas resta mostrar que

B DG - 1| < B[ Tt -] (12)

k=1

A lei da expectativa total diz que para quaisquer duas variaveis aleatérias a,b e

uma fungao g, temos que E,[g(a)] = E)E,[g(a)|b]. Colocando a = dy € b = dyp-q

]EdlzT[(wk - :L“*, dk)] = Edl:k [(wk - ‘T*y dk)]
= ]Edlzk—l]Edl:k [<$k - ZE*, dk>|d1:k—1]

Uma vez que sabemos d!, ...,d* !, zF ndo é mais uma varidvel aleatéria, portanto
Edl:k—lEdlzk [(wk - lﬁ? dk>|d1=k—1] = Edl:k—l [(xk - [L’*, ]Edk [dk|d1¢k—1]>]

Como z* depende apenas de di_1, pois 2° = 0, e 0 método do gradiente requer que
E g [d¥|z*] € 0f (z*), obtemos que

Eg [d¥|dy1] € O ().
Portanto, pela defini¢io de subgradiente,
Eay [(2" = 2", Ege[d*|din-1])] 2 Bgea [ f(2*) = £ (27)]
O que nos dé4
Eap [(2* = 2*,d*)] > Ba,,  [f(2") = f(27)] = Ea,, [ f(2*) - f(2)]

A dltima igualdade segue do fato que se x* depende apenas de dy_1, entdo x* depende
de dy.r. Somando ambos os lados em relacao a k e dividindo por T" encontramos que vale
a Equacao (4.2). O
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5 Aprendizagem de maquinas

Neste capitulo foram usadas as referéncias (FAN, 2014), (MITCHELL, 1997), (NG,
2012), (ZHANG, 2004),(SHALEV-SHWARTZ; BEN-DAVID, 2014).

5.1 Aprendizado supervisionado

A aprendizagem de maquinas, mais em especifico o aprendizado supervisionado, é
uma subarea da inteligéncia artificial que desenvolve algoritmos para que o computador
possa aprender. Um exemplo é como um algoritmo que prevé se uma pessoa possui um
tumor ou nao dado um conjunto de informagoes, onde este conjunto de informagoes é
rotulado. De modo geral, um dos problemas dessa area é como prever qual serd a fungao
e também qual é o erro estimado. Seja (z?,y') conjunto de m exemplos, em que x? sdo 0s
atributos e y* sdo a classe. O objetivo é, dado um conjunto de exemplos, desenvolver um
algoritmo de modo que seja possivel prever os atributos com apenas os dados ja existentes

do conjunto de exemplos. Por exemplo, se x;,y; € R e supormos um modelo linear,
h(x) = a1 + asz, (5.1)

ou x' € R?, 4y € R, e usamos um modelo quadratico

h(x) = aq + Qo) + Q3Ty + T Ty + Q575 + QT3 (5.2)

Em ambos os casos, a dependéncia de « é linear, mas isso nao é necessario. Podemos ter

um modelo mais complexo, como
h(x) = 12" + a3z + ay.

Em todo caso, queremos encontrar os parametros as, ..., a, tal que h(z?) e y* sejam os
mais préximos possivel para o caso de regressao e para classificacdo de modo que o sinal
de h(z?) seja compativel com o sinal de y*. Uma maneira de quantificar isso é definir a

funcao
fla) = ;[h(wi) -y

e procurar o minimizador de f, que corresponde ao problema de minimos quadrados ja

descrito.

Mas note que a formulacdo acima é apenas um jeito para descrever o problema.
Nesta segdo vamos descrever outros métodos de modo que h(z?) e y' sejam os mais

préoximos possivel.
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5.1.1 Requisitos para o aprendizado

Quando se utiliza algum algoritmo para ajustar um modelo, sao utilizados os

seguintes topicos.

1. Um dominio: Um conjunto X. Este é o conjunto dos dados que queremos classificar.
Por exemplo, se tivermos informagoes sobre o nimero de quartos e banheiros de uma
casa e um valor para a casa, podemos definir o conjunto X como o conjunto que nos

diz a quantidade de quartos e banheiros por casa.

2. Conjunto dos rétulos: Um conjunto em que cada elemento esta relacionado com
um valor do dominio. No caso anterior da casa, temos que o conjunto dos rétulos é

formado pelo preco das casas. Denota-se tal conjunto por Y.

3. Dados de treinamento: Seja S := {(z1,91),..., (Zm,Ymn)} um conjunto finito de
pares em X x Y. Tais pares sao chamados normalmente de exemplos de treinamento.

O conjunto S pode ser também chamado de conjunto de treinamento.

4. Um modelo: Como anteriormente descrito, é necessario uma funcao h: X - Y. O
modelo dessa forma é utilizado para problemas de classificagdo, onde o conjunto Y

¢é discreto.

5. Um simples modelo de generalizacao dos dados: Assume-se uma funcao f :
X = Y tal que ela classifica corretamente os dados, ou seja, f(x;) = y;. Assume-se
também uma que os dados sdo gerados por uma distribuicao de probabilidade D.

Nao se conhece a expressao de tal funcgao.

6. Uma medida de sucesso: Definimos o erro de um modelo como a probabilidade
de ele nao prever corretamente um rétulo em um ponto aleatoriamente gerado pela

distribuicdo como acima mencionada. Definimos o erro do classificador h por
Lp,(h) =Pup[h(z) # f(2)].

Onde P é uma fungdo probabilidade. L. acima definida pode ser chamada de gene-

ralizacao do erro, risco, ou risco verdadeiro de h.

7. O observador nao consegue saber a distribuicdo e a funcao f acima descrita a priori.

Abaixo sera descrito como proceder com o treinamento.

5.1.2  Minimizacao do risco empirico

Como dito previamente, ndo sabemos a distribuicao de probabilidade de um con-
junto, muito menos a fungao f que classifica corretamente todos os dados. Para tanto,
considera-se o erro de treinamento dado abaixo

Lo(h) = {ie{1,... ,mn}1| h(x;) # y; }|
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Onde h é um modelo, (z(®,y() os dados e m ¢é a quantidade de dados. Lg também pode

ser chamada de erro empirico ou risco empirico.

Para problemas de regressao podemos considerar o erro verdadeiro dado a seguir
Lp(h):= E [(h(z)-y)*].
(Ivy)ND

Pode-se generalizar a ideia da medida do sucesso de um modelo como dado abaixo.
Denote por H o conjunto de todos os modelos. Dado H e algum dominio Z, seja ¢ qualquer
funcao de H x Z para os reais nao negativos, £ : H x Z — R,. Tal funcao ¢ é chamada de

funcao de perda.

Agora podemos definir a funcdo de risco como a expectativa da funcao de perda

de um classificador, h € H, com respeito a uma distribuicao de probabilidade ID sobre Z,
Ly(h) = E[((h.2)].

De maneira similar, para o conjunto S = {z1,...,2,} € Z™ antes mencionado, temos o

risco empirico,
1 m
Lg(h):=—> {(h,z).
s(h) = 20 )

Alguns exemplos de fungdes perda sao dadas abaixo

1. Perda quadrada: Usada para problemas de regressao, ¢ dada por

((h, (z,y)) = (h(z) - y)°
onde (z,y) e Xx Y.
2. Perda 0-1: Sejam (z,y) € Xx Y. A fungdo perda 0-1 é dada por

0, se h(x) =y

lo-1 (b, (w,y)) = {1 se h(z) #y

utilizada em problemas de classificacao.

Em situacgoes praticas do aprendizado supervisionado, procura-se minimizar o
risco empirico. Geralmente escolhe-se um modelo h que depende de alguns parametros.
Exemplos da fungao h sdo dados nas Equagoes (5.1) e (5.2). Note que o primeiro exem-
plo é linear, sendo o segundo quadratico. Neste trabalho utilizaremos um modelo linear
he(x) = T2 por facilitar as contas. Portanto, temos o seguinte problema de otimizagao,
onde z; € R+l

min Ls(e) = l’IlhiIl Ls(h@)

PeRn+1
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Como estamos tomando hy = 672, podemos escrever £(hy, (x,y)) =£(0, (x,y)), indicando

que a funcao perda depende de 6.

Durante o aprendizado, podem ocorrer dois fendmenos, o underfitting e o overfit-
ting. No underfitting os seus dados nao se ajustam muito bem ao modelo, levando a um
valor alto para func¢ao risco. Uma maneira para solucionar este problema é adicionar mais

parametros, tornar o modelo mais complexo.

J& no caso do overfitting, o modelo é muito bom para os dados de treinamento,
levando a um valor baixo da funcao risco. Porém quando testado em dados ainda nao
vistos, apresenta-se falho. Um dos motivos para que isto aconteca é que o modelo ¢ muito
complexo, e ele esta se ajustando muito bem aos dados de treinamento. Uma maneira de
resolver este problema ¢ adicionar um termo de regularizagao no problema de minimizacao

da funcao risco em funcao de 6, assim tendo o seguinte problema.
1 & A2
in —» 0(60,z)+—=|0
éﬁlﬂlm; (0,2) + 5 101

Nas proximas segoes vamos descrever como obter tal parametro 6, tanto para

problemas de regressao como de classificacao.

5.2 Os métodos do gradiente, gradiente conjugado e gradiente es-

tocastico

5.2.1 Regressao

Dado um conjunto de exemplos de treinamento S = {(z(M),yM) ... (z(m) ym))},

queremos determinar o valor de

Ls(8) = — 32006, (2, y))

1
m ;3
Como se trata de um problema de regressao linear, iremos utilizar a seguinte fungao
perda /¢
00, (29, y)) = (h(2®) -y @)%
Tal funcao é a mesma deduzida no problema de quadrados minimos, visto na secao 2.1.

Vamos considerar o modelo h como
ho(x) =0z,

onde xg = 1. Na aprendizagem de maquinas, é comum adicionar uma coordenada a mais
em cada um dos dados ("), dando a reta mais um grau de liberdade, ou seja, # € R**. O

termo 6, geralmente é chamado de viés, ou interceptacao da reta.
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Vamos definir agora a fungao custo, J(#) como
1 ¢ . ) 1 . )
0) = — S0 (2D D))y = — SV (ho(2®) = (D)2,
TO) = 5 SO0y ) = 53 o (x) )

Com a fungao definida, é possivel utilizar os métodos descritos no capitulo anterior.

Note que a derivada parcial de J é dada por
- (@) (@)
S0 = gy | St - 07|
=— Z(he(fc( ) - y“)) (he(x“ ) (5.3)
i=1

LSS o (20 — )2

:—Z ho(z') —y*) ;"
m;3

Em que x§i) ¢ a j-ésima coordenada do i-ésimo exemplo. Logo, o gradiente de J é

1 S ! ) i ) % ?
000) = & (S50 - ). B aa) -5
i=1 i=1
onde x é um vetor. Do mesmo modo que colocamos a funcao perda em funcao de 0,
podemos fazer isso para a funcao risco L. Portanto, utilizando os métodos do capitulo

anterior, podemos determinar #. Note que para minimizar
Ly (0) := E [£(6,2)] (5.4)

utilizando os métodos do gradiente e gradiente conjugado, minimizamos a fungao
1 m
Ls(0) :=—=>0(6, ).
m=

Ja para o método do gradiente estocastico, podemos minimizar (5.4) diretamente. Como
nao sabemos D, ndo conseguimos calcular VLp(¢#) e minimizar com o método do gra-
diente. Mas com o método do gradiente estocastico nds precisamos apenas achar uma
estimativa nao tendenciosa do gradiente de Lp(6), ou seja, um vetor aleatério cuja espe-

ranca condicional é VLp(0).

Para uma funcao perda diferencidvel, temos que Ly é diferenciavel. Vamos cons-
truir o vetor d* definido no capitulo anterior da seguinte maneira: tome um exemplo z ~ D,
que significa z = (x,y), onde z é um dado de treinamento e y o seu rétulo. Defina d* como
o gradiente da fungao perda £(0, (x,y)) em relagdo a # aplicado no ponto 6*. Portanto,

pela linearidade do gradiente
E[d| 0] = E[VI(O", (2,9))] =V E[£(6", (x,9))] = VLo(6")

Assim, o gradiente da fungao perda £(0, (z,y)) em (0%, (x,y)) é um bom estimador sem
tendéncia do gradiente da funcao risco Lp(6*) e é facilmente construido tirando um novo

dado z ~ID a cada iteragao k.
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O mesmo argumento vale para func¢oes de perda nao diferenciaveis. De fato, basta
tomar d¥ como um subgradiente da funcao ¢(6, (x,y)) em 6*. Entao para todo u, temos
que

O(u, (z,y)) = £(0%, 2) > (u— 6%, d*)

Tomando a esperanca de ambos os lados com respeito a z ~ D e condicionado ao vetor

x*, temos que
Lp(u) - Lp(6%) = E[((u, (z,y)) - (6%, (2,))I0"]
>E[(y -0, d")| 6]
=(u-0"E[d"| 0*]).

Segue entdao que E[dF|*] é um subgradiente de Lp(f) em 6%. Portanto, o método do

gradiente estocastico para minimizar a fungao risco pode ser resumido no algoritmo 5.

Algoritmo 5 Método do Gradiente Estocdstico para minimizar Lp(w)
: Dado 2% =0

: Parametros: TeNen>0

: para k=1,2,...,T faga

Tome z ~ D

Tome dF € 9l(x*, 2);

Faca xF*! = zF — nd*;

: fim para

retorne 7 = = Yp_; 2*

Vamos criar um conjunto de dados para utilizarmos os métodos. A implementacao
¢é feita utilizando a linguagem Julia. Gerou-se um conjunto com 10000 exemplos. Para
medir o erro, utilizou-se o erro quadratico médio. Usamos 9000 dados para o treinamento

e 1000 para teste.

Na tabela 3 encontra-se uma comparagao entre os métodos para o problema de

regressao linear. O tempo foi calculado realizando 10000 iteracoes. O gradiente estocastico

Tabela 3: Comparagao entre os métodos apresentados.

Método Erro (em %) Tempo (em segundos)
Gradiente 6-10e-5 0,01
Gradiente conjugado 9-10e-5 5,68
Gradiente estocastico 6-10e-5 0,47

e método do gradiente conjugado sao executados de forma mais rapida, ja que o primeiro
leva em consideragao apenas um exemplo por iteragao, enquanto o outro realiza menos
iteracoes. Utilizou-se um passo fixo para os métodos do gradiente e gradiente estocédstico

de n=0,01.
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5.2.2 Classificacao

Neste momento utilizaremos o banco de dados Iris. Iris é um tipo de flor, e que
serd classificada de acordo com 4 caracteristicas. Além disso, o banco de dados possui trés

classes diferentes sendo que cada uma representa uma espécie de Iris, ver Figura 3.

Figura 3: Iris

3 Espécie
()
v . M setosa
= ° versicolor
g ° ° virginica
@] o ® N o °
[}
o o °
o 0 o o o
5 ° e o 0 0 o
oo °
o o °
°
o o ° °
°
o o °
[ ]
4
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
LargSepal

Figura 4: Distribuigdo dos exemplos do banco de dados Iris em relagdo a largura e ao comprimento da
sépala. Neste caso os exemplos possuem 4 atributos diferentes e se divide em 3 classes, que sdao setosa,
versicolor e virginica.

Matematicamente falando, gostariamos de encontrar um hiperplano de forma que
para dado x, um atributo, se 67z > 0, entdo x pertence a classe 1, caso contrario = pertence
a classe 0. Para facilitar as contas e garantir propriedades importantes da funcao custo,

vamos utilizar a funcao sigmoide (5.5)

9(z) = ——. (5.5)

Note que para z tendendo ao infinito, a fungdo sigmoide se aproxima de 1. Ja para z

tendendo a menos infinito, a fungado sigmoide se aproxima de 0, como nos mostra a Figura
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5. Tal fungdao é uma escolha conveniente para o nosso modelo. Considere my(z) = g(67z).
Se my(z) > 1/2 vamos dizer que = pertence a classe positiva, 1, caso contrario a classe

negativa, 0.

0

Figura 5: Gréfico da fungéo sigmoide.

Portanto, gostariamos de ter uma funcao custo que se adeque ao modelo. Seja
S = {(zM,yM), ... (2™ (™))} um conjunto de pares ordenados onde cada z(? é um
exemplo e y(? sua classe. Simplesmente ndo podemos utilizar a funciao custo anterior
apenas substituindo hy(z) = 07z pela funcdo me(x), pois assim perdemos a convexidade

da funcao custo. Para tanto considere os seguintes casos.

) ~log(me(x)), se y =1
00, (z,y)) = {—log(l mo(2)), se g =0 (5.6)

Observe que existem duas possibilidades para a fungdo ¢ acima definida, repre-

sentadas na Figura 6. Considerando a funcao custo acima dada, podemos determinar o

4.5
4.0
35
3.0

2.5
Yy N -log(x)
2.0 M -log(1-x)

Legenda

1.5
1.0
0.5
0.0
0.0 0.5 1.0

Figura 6: Grafico das fungdes —log(x) em vermelho e —log(1 — x) em preto.

parametro ¢ minimizando a fun¢ao custo

J(0) = 3. 60, (2. 49)). (5.)
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A funcdo acima é convexa e diferenciavel, portanto qualquer ponto critico ¢ um minimi-

zador global da funcao. Para facilitar as contas do gradiente da funcao, considere
(0, (z,y)) = —ylog(me(x)) = (1 -y)log(1 - me(x)). (5-8)

Observe que para y = 1 recuperamos —log(mg(x)), e para y = 0 temos log(1 —

mg(x)). Portanto, juntando as Equagoes (5.7) e (5.8), temos a seguinte fungao de custo

J(6) = > ~gilog(ma(a,)) - (1 - y)log(1 - ma(a,)).

~

Agora podemos calcular o gradiente da fungao custo acima definida para enfim
aplicarmos os métodos ja desenvolvidos. Note que
d 1
!
2)=—
9 dz1+e?
1 -z
= —70Qe¢
(1+e%)2

1
()
1+e* 1l+e*

=9(2)(1-9(2)).

Para apenas um dado (z,y), temos que

S—jj<e> (v - = 57?
y@ -(1- y)Tleng)
- (v ~ (=) =gy | 9O (1= @)
== (y(1-g(0"x)) - (1 -y)g(6"x)) 2’

= (my(z) - y)zj,

(0" )

g(0"2)(1 —gw%»a%e%

onde z; é a j-ésima coordenada de z. Portanto, para o conjunto S de dados, temos que

aJ o (i) (i)y,.(9)
——(0) = Y (mg(zV) -y )"
89j i=1 !

Portanto, utilizando os métodos desenvolvidos anteriormente, podemos classificar
os tipos de Iris. Na Tabela 4 temos uma comparacao entre os 3 métodos apresentados
anteriormente para o problema de classificagao. Para todos os métodos utilizou-se passo

constante de 0, 03.

Note que o método do gradiente estocédstico é um método mais rapido por iteragao
que os outros dois, pois no método do gradiente conjugado foram realizados apenas 10

iteragoes, enquanto que para o método do gradiente estocastico realizou 1050 iteragoes.
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Tabela 4: Comparagao entre os métodos para o problema de classificacao.

Método Precisao (em %) Tempo (em segundos)
Gradiente 96 0,12
Gradiente conjugado 94 0,04
Gradiente estocastico 96 0,07

5.3 Redes neurais

Uma rede neural artificial é um modelo de computagao inspirado nas redes neurais
do nosso cérebro. Modelos simplificados do cérebro humano consistem em um grande
nimero de componentes (neurénios) que estao conectados entre si através de uma rede
complexa de comunicacao, em que o cérebro consegue executar tarefas complexas. A rede
neural artificial é uma construcdo computacional formal que é modelada tendo como

inspiracao o cérebro humano.

Pode-se descrever uma rede neural como um grafo direto cujos nés (E) corres-
pondem a neurdnios e as arestas (V) correspondem as relagoes entre eles. Em uma rede
neural, cada neurdénio recebe uma soma de valores provenientes dos neurdnios na camada
anterior a este, como na Figura 7. Este processo acontece através de uma fungao peso,
que associa pesos entre cada conexao entre os neuronios, ou seja, cada seta na Figura 7

correspondem a um valor, ou peso.

Camada Camada Camada
de entrada escondida de saida

Entrada 1

Entrada 2
Entrada 3 2 ;m Saida
Entrada 4

Entrada 5

Figura 7: Esquema de uma rede neural artificial.

Um dos motivos para se usar redes neurais ¢ que podemos aproximar qualquer
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funcdo f de um conjunto compacto do R™ para a reta real utilizando uma rede neural

com uma camada de entrada, uma camada escondida e uma camada de saida.

Teorema 5.3.1. (CYBENKO, 1989) (Teorema da aprozimagdio universal) Seja g(.) uma
fungdo nao constante, limitada, monotonicamente crescente e continua. Seja U € R™ um
conjunto compacto qualquer. O espago das fungoes continuas em V' é denotado por C(V').
Entao, dada qualquer fungao em f e C(V) e e>0, existe um inteiro N, constantes reais

v;, b; € R e vetores reais w; e R™, comi=1,..., N tais que podemos definir

N
F(x) = Zvig(wiTl" +b;)
i=1
como uma aproximacdo da funcao f, onde f é independente de g, ou seja,

[F(z) = f(z)] <€,

para todo x € V. Em outras palavras, fungoes da forma F(x) sio densas em C(V').

Seja E o conjunto que representa os neuronios. Como F é finito, podemos pensar
na funcdo peso como um vetor w € RIZl. Suponha que a rede tem n neurdnios na camada
de entrada e k neurdnios na camada de saida. Seja h,, : R* - R¥ a funcao calculada pela

rede neural se a func¢ao peso é definida por w, em que w: E ~ R,

Por exemplo, se tomarmos a funcao sigméide g e um conjunto de dados (z,y), em
que r € R*! e y € R¥, onde n -1 é o niimero de coordenadas de x e k é o niimero de
classes possiveis para o dado x. Entao, para uma rede neural com apenas uma camada

escondida, a funcao h,, assume a forma
ho () = g(Wa + g(W1 % 2)),

onde z’ é o vetor x acrescido de uma coordenada xy =1, W; é a matriz de pesos entre os
nos da primeira e segunda camada, uma matriz n xn. Ja Wy é a matriz de pesos entre os
nos da segunda e a terceira camadas. Na préxima subsecao vamos mostrar como calcular

estas matrizes de pesos através do backpropagation.

Denote por /(w,(z,y)) a funcao perda. Vamos tomar ¢ como anteriormente, o
erro quadrético, 3 |h,(z) - y||2, sendo h,, a funcao que depende do peso w. Dada uma
distribuigao D sobre o dominio dos dados, R™ x R¥, seja Lp(w) o risco da rede neural, ou

seja
Lp(w) = E [f(w,(2.))].

Vamos utilizar o método do gradiente estocastico para a minimizacao da funcao

risco. Abaixo segue o pseudocddigo do método do gradiente estocastico para o caso de
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uma rede neural. Note que no c6digo abaixo estamos usando a funcao sigmoéide ¢, a funcao
de ativacao, que realiza as operacoes entre um neurdénio de uma camada para um neuronio
de outra camada. Portanto, perdemos as propriedades de convexidade, para tanto se faz

necessario algumas mudancas.

Algoritmo 6 Método do Gradiente Estocastico em Redes neurais

: Parametros: Numero de iteragoes T, sequéncia do tamanho de passos {n;}-,
. Entrada: Grafo (V, E), funcao de ativacao g: R - R

. Inicie: Tome w; € RI¥l de uma distribuicdo tal que w; estd préxima de zero.

: parat=1,2 .., T faga

Tome (x,y) ~D

Calcule gradiente v; = backpropagation(z,y,w,(V,E),g)

Faca w; = w; — n;(v; + Aw;);

: fim para

retorne w, o melhor w; testado em um conjunto de validagao.

Note que o gradiente é calculado através de um método chamado de backpropaga-

tion.

Algoritmo 7 Backpropagation para redes neurais

1: Entrada: exemplo (z,y), vetor peso w, grafo (V, F), fungao ativagao g.

2: Inicie: denote as camados do grafo Vp,...,Vy, onde V; = {vi1,... v} Defina Wi, ;
como o0 peso de (v j, Vis1,i)-

3: forward:

4: coloque q, ==z

5 parat=1,...,T faga

6: parai=1,... k; faca

7 at; = Z?Zl Wi1,5q-1,

8: Gri = 9(a;)

9: fim para

10: fim para

11: fim forward

12: backward:

13: coloque 07 =q, -y

14: parat=T-1,...,1 faga

15: parai=1,... k; faca

16: 01 = Z?Sl Wei0t41,59" (Qts15)
17: fim para

18: fim para

19: fim backward

20: Retorne: para cada (v_y;,v:;) € E.
21: coloque a derivada parcial igual a d;;9"(at;)qi-1.;
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5.3.1 Como o Backpropagation calcula o gradiente

Explicamos agora como o algoritmo de Backpropagation calcula o gradiente da fun-
¢ao perda no exemplo (x,y) com respeito a w. Podemos decompor V' em fun¢ao das suas
camadas, ou seja, V = UL V;, onde V; é o conjunto das arestas da t-ésima camada. Para
todo t, escrevemos V; = {vi1,... vy, }, onde k; = [V;|. Além disso, para todo ¢, denotamos
W, e RFe+1:kt 3 matriz dos pesos entre as camadas V; e Vi,1. Colocamos W, ; ; como o peso
entre os neur6nios (vy; e vi1,). Apds isso, discutimos sobre como calcular as derivadas
parciais com respeito as arestas de V;_; para V;, ou seja, com respeito aos elementos de
W;_1. Como todos os outros pesos da rede neural estao fixados, os elementos de V;_; nao
dependem de W,_;. Denote entao por q,_; o vetor dos elementos de V;_;. Represente por
¢, : RF - R a funcao perda da subrede neural das camadas V;, ..., Vp como uma funcao
das saidas dos neuronios de V;. A entrada dos neurénios em V; pode ser denotada por
a; = Wi_1q,_4, e a saida como q, = g(a;), onde g é a funcao de ativagao, ou fungao sigmdide

e ela é aplicada em cada ponto do vetor a;.

Portanto, a perda como funcao de W;_; pode ser escrita como

Je(Wir) = 4i(q) = le(g(ar)) = 6(g(Wic1g,-1))-

Considere agora o vetor w;_; € RF-1%t concatenando as linhas da matriz W,_;. Portanto,

podemos escrever W;_;1q,_; como

Qr-1W-1,
em que Q-1 = diag(ql ;) é uma matriz k; x (k;—1k;). Logo

fe(wir) = (9(Qr1wi-1)).

Portanto, derivando ¢ com respeito a w;_; temos que

Hwt—l (ft) = Hg(Qt—lwt—l) (gt)Hwt—l (g(Qtflwtfl))' (59)

Observe que H,, ,(9(Qi-1wi-1)) = diag(g'(Qi-1wi-1))Qs-1, pois o jacobiano de g em um

ponto z € R™ é diag(g'(x)), j4 que g é aplicada em cada ponto de g, ou seja,

g' (1) 0 0
H,(g) = 0 g,(:m) 0
0 0 o g ()

E como o Jacobiano da fungao p(w) = Q1w é H,(p) = Q4-1, segue a equagao (5.9). Sendo

a; = Qi1wy1, e ¢ = g(a;). Entao,

Hwt—l (ft) = HQt (gt)diag(gl(at))Qt—l'
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Denote §; = H,,(f;). Portanto

Hu,, (f2) = (009 (a11)a - g’ (@) @i ) - (5.10)

Falta apenas calcular 0; para todo t, pois este é o gradiente de f; no ponto ¢;. Vamos
calcular isto recursivamente. Note que para ultima camada, temos que fr(u) = £(u,y).
Previamente, assumimos que £(u,y) = 3 u - y|?, temos que 67 = H,, = (qr - y). Observe
que

l(u) = b (g(Wiuw)).

Portanto, pela regra da Cadeia, temos que

H,(ly) = Hyw,u) (esr )diag(g'(Wiw) )Wr.
Em particular

or = Hy, (L) = qu(£t+1)dia9(gl(Wtu))Wt
= 0prdiag(g'(ar) )W

Resumindo, primeiro calculamos os vetores {a;, ¢;} desde a primeira camada até a ultima.
Entao, utilizando o Backpropagation, calculamos cada d;, t = 1,...,7T, obtendo assim as
derivadas parciais desejadas com a Equagao (5.10). Assim, mostramos que o Algoritmo 7
realmente calcula o gradiente (SHALEV-SHWARTZ; BEN-DAVID, 2014).

5.3.2 Classificacdo - [ris

Uma aplicacao para as redes neurais é a classificagao da iris em suas espécies. Uti-
lizamos uma rede neural artificial com 3 camadas, sendo uma de entrada, uma escondida
e a de saida. Na primeira camada hé 4 neuronios, ja que ha apenas 4 parametros como
descrito na se¢ao anterior. Com 5 neurdnios é constituida a segunda camada, e na tultima
hé 3 neurdnios, que representam cada classe, ou seja, cada espécie da flor. Utilizamos a
funcio {(w, (z,y)) = 3 [ (| hw(z)-y)?, onde hy,(x) é a fun¢do dada pela rede neural. Como
no conjunto de dados hé 150 exemplos, utilizamos 120 como dados de treinamento, 30
para avaliagdo do modelo. Utilizou-se um tamanho de passo constante no valor 1, termo
de regularizacao para evitar o overfitting no valor 10~% e 5 épocas, ou seja, utilizamos o

backpropagation 5 vezes. Assim, obtemos uma precisao de 97%.
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6 Reconhecimento de caracteres

6.1 Descricao do projeto

Apés os estudos de otimizagao e aprendizagem de maquinas, aplicamos as técnicas
adquiridas no reconhecimento de caracteres. O objetivo é detectar as letras em uma folha,

e apOs a deteccao fazer a classificacdo do seu conteudo.

Para fazé-lo, primeiro converte-se a imagem em uma matriz de pixeis, de modo

que um algoritmo detecta a posicao das letras e as retorna no formato de uma lista.

Entao, com a lista, recupera-se uma matriz para cada caracter e apds isso tal
matriz é redimensionada para o tamanho de 32 x 32. Assim é possivel utilizar um modelo

para prever o caracter. Entdo, na saida do programa temos os caracteres identificados.

Para o treinamento do modelo, que sera uma rede neural convolucional, des-
crita abaixo, utilizou-se um banco de dados, de imagens preto e branca, disponibilizado
por (THOMA, 2017). O banco de dados disponibiliza 369 classes, ou seja, 369 simbolos

diferentes presentes no I¥TEX. Na Figura 8 se encontram 100 classes do banco de dados.
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Figura 8: 100 classes do banco de dados HASYv2.
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Portanto, este projeto visa oferecer o inicio do desenvolvimento de uma ferra-
menta que consegue ler manuscritos, notas de aula, anotagoes e converter para o IXTEX.
Este projeto é inspirado na ferramenta InftyReader (FUJIMOTO et al., 2017) feita por

pesquisadores japoneses.

6.2 Testes

O conjunto de dados possui 168233 exemplos classificados em 369 classes. Separa-
mos o conjunto de dados em duas partes, uma para o treinamento e outra para o teste.
No conjunto de treinamento ha 151241 dados e no de testes ha 16992 dados.

Para a criagdo do modelo, utilizou-se o API do Google, TensorFlow (ABADI et
al., 2015), que originalmente foi desenvolvido em Python, mas utilizou-se a versao na
linguagem Julia. O modelo consiste de uma rede neural convolucional, com duas camadas
convolucionais e uma camada densamente conectada. A primeira camada convolucional
vai aplicar uma convolugao que calcula 32 atributos em um caminho 5x5. Entao, aplica-
mos um retificador linear, ReLU, que é dado pela funcao f(z) = max(0,z) e utilizamos o
pooling, que diminui a nossa imagem para 16x16. J4 a segunda camada possui a mesma
arquitetura, com a diferenca de que calcula-se 64 atributos ao invés de 32. Ou seja, a ima-
gem foi diminuida para 8x8. Na terceira camada, densamente conectada, a imagem esta
no tamanho 8x8. Adicionamos uma camada de 1024 neurdnios completamente conectada.
Nos redimensionamos o tensor da tltima camada de pooling em um conjunto de vetores.
Utilizou-se uma técnica chamada dropout, que é uma técnica de regularizagao para dimi-
nuir o overfitting durante o treinamento. E por ultimo, adiciona-se uma camada linear
totalmente conectada que nos da o resultado final. O método de otimizagao utilizado para
o calculo dos melhores parametros é o método de Adam, um método para a otimizacao
estocastica (KINGMA; BA, 2014).

Apo6s montarmos a arquitetura da nossa rede neural convolucional, treinamos o

modelo e obtendo uma precisao de 82% no conjunto de testes.

Com o modelo treinado, podemos aplica-lo no nosso problema inicial, reconhecer
os caracteres em uma palavra ou frase em uma linha. Para tanto, aplicamos a funcao que

reconhece a posicao de cada letra na Figura 9.

O modelo conseguiu reconhecer os caracteres como visto na Tabela 5.

Tabela 5: Letras reconhecidas da Figura 9 pelo modelo.

Letra Original o U F P R
Letra reconhecida 0 u F Vv R

Utilizamos o modelo também para classificar os caracteres da Figura 10. Na Tabela
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JyUFTR

Figura 9: Imagem utilizada para teste pratico do modelo.

V MATEMAT CA

Figura 10: Imagem para utilizar no teste do programa.

6 encontram-se os resultados obtidos pelo modelo para a Figura 10.

Observe que os caracteres que nao foram classificados corretamente, mas foram
classificados como simbolos parecidos. Algumas razoes para que isso tenha acontecido sao
a semelhanca entre classes e dados insuficientes para a respectiva classe que foi classificada

erroneamente.

Para melhorar a classificagdo dos caracteres precisa-se de uma coleta de dados
maior e um pré-processamento de imagens mais eficiente, como o redimensionamento das

imagens.

Tabela 6: Letras reconhecidas da Figura 10 pelo modelo.

Letra Original vV M AT EMATTI C A
Letrareconhecida v M A 7 ¢ M AN T & c A
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Conclusao

O estudo da matematica e otimizacao nos permite resolver muitos problemas do
nosso cotidiano. O presente trabalho teve como objetivo desenvolver uma base tedrica
matematica para disponibilizar ferramentas que solucionem tais problemas e a aplicacao

de de redes neurais, por exemplo.

O reconhecimento de caracteres é o inicio de um projeto que tem como objetivo a
leitura de textos matemaéticos escritos a mao. O presente trabalho disponibiliza um mo-
delo para o reconhecimento de um caracter individual, assim como uma ferramenta para
segmentacao de letras conexas em uma tinica palavra. Os proximos passos do projeto sao o
desenvolvimento de ferramentas mais sofisticadas, como ferramentas para a segmentacao,

e a criacao de mais modelos para identificacao de caracateres para melhorar a previsao.
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